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Exercice 1

1)

2)

3)

2) 0= (Hsﬁ)[zn] =2[2a]

b) On sait quef(B)=F et (GF) L (BC) car (GF) est la médiatrice de [BC], on en déduit que
I’image de (BC) est (GF).
c) Puisque f(A)=A et (AB) L (AC) donc I'image de (AC) est (AB).

Ce(BC)n(AC) donc f(C)ef((BC))nf((AC)) donc f(C)e(GF)n(AB)={E}.
Il en résulte que f(C)=E.
a) Le cercle ¢; est de diamétre [BC] donc son image par f est le cercle de diameétre [f (B)f (C)]
or f(B)=Fet f(C)=E, il en résulte que I’image de {, par f est le cercle de diamétre [EF].
Ainsi (&) =&,.

b) (Voir figure)
c) Les points | et H appartiennent au cercle {, de diametre [EF] privé de E et F donc

EIF = EHF = g , de plus les points A et F sont deux points de I’arc orienté IH \{I, H} situé sur ¢,

donc (ﬁ ﬁ) = (m,ﬂ)[zn] = g[2n]. Ainsi le quadrilatére HEIF admet trois angles droits donc
c’est un rectangle.
d) Fe(AF)n(HF) donc f (F)ef((AF))nf((HF)) donc (AE)(IF)={I}.
Il en résulte que f(F)=1.
a) S( AC) of estla composée d’une symétrie orthogonale (similitude indirecte) et d’une similitude
directe donc ¢’est une similitude indirecte
Siac) °f(A)=A=g(A)
de plus<Sac) of (B)=F=g(B) ,onen déduit queg =S, = .
A=B
b) Le point E € (AB)donc
E'=g(E)eg((AB))=(AF)=(AC).
¢) Voir figure.




Exercice 2

1) a) A=(1+2i)"m? +4(1-i)m? =m?. Soit 5= m.

1+2i)m— 1+2i)m-—
zlzw:im zzzﬁzm(l_ﬂ),
2 et 2

2,2, )=0][2 + =02
b) (z,z,est un réel strictement positif) <:>{ g( ! ) [ n]@{arg(zl) arg(ZZ) [ n]

0 € ]0,x| 0 € ]0,7|
2045+ —0[21] |20=-"[2n] |0=-"TiknkeZ 5n
= 2 4 N 4 = 8 @(G:EJ
0 € ]0,n| 0 € ]0,n[ 0 € 0,x[

5t .mw T
2) 2,2, =mPi(L+i)=|m[ e de22e = Im[* V2e'2® =|m[* V2.
3) a) Lepoint E€ @1 {B, C} donc le triangle BEC est rectangle en E et les triangles OCE et OEB sont

rectangles en O.

oc = tan(OEC) cotan| =~ OEC | = cot an(BEO) = @, il en résulte que
OE 2 OB

OC OE

< OE? =0C.0B.
OE OB
51r
b) D’une partm = Vs donc|m| = t d’autre part OE* = OC.OB = tﬁ donc OE = ﬁ
% 7 2 7

Il en résulte que |m| = OE.
4) a) Voir figure.

.

Ii
a) Onaz, =m(l+i)= J2e 4m , il en résulte que M, est I’'image de A par la similitude directe de

centre O, de rapport J2 et d’angle %

.7
. i . . . T
z, =im=e 2m, il en résulte que M, est I’image de A par la rotation de centre O et d’angle r



Exercice 3

a—lzo(mod24)
a =1(mod 2*

1) Ona donc a—lzo(mod54),on en déduit que a—lzo(modz“xs"') ou encore
azl(mod54) .

2°A5 =1

a zl(mod104).
2) 9217 =2(mod5) donc b =(9217)" = 2*(mod5) =1(mod5).
9217 =1(mod2*) donc b=(9217)" =1(mod2*).

3) a) Pour tout entier naturel n, b, , =b% —1= (b5ﬂ )5 ~1= (bsn —1+1)5 ~1=(b, +1)° -1.
b) En utilisant la formule du binbme,
byt = (by +1)° —1= b5 +5b% +10b3 +10b% +5b,, +1-1=b5 +5b? +10b% +10b2 +5b,,.
4) a) Si 5" diviseb, alors il existe un entier k tel que b,, =5""k , il en résulte que
b® = (5”+1k)5 =5 K° = 5N*2 (54’”3 k5) ce qui prouve que 5" divise b>.
b) Veérification pour n = 0. by =b—1=0(mod5) Vrai (D’apres 2)
Soit n un entier naturel. Supposons que b, = O(mod 5””) et montrons queb,, ; = O(mod 5N+ ) .
Puisque b,, = 0(mod5™" ) c’est-a-dire 5"** diviseb, donc5™? divise by, 5bj, 10b7, 10b et 5b,, il
en résulte que 5" diviseb> +5b? +10b3 +10b2 +5b, =b,,,;. D’oul le résultat.

5) a) D’aprés 4)b) et pourn =3, by =b'® —1=9217%% _1= o(mod 54)donc (9217)*

=1(mod 625).

500

b) Daprés 2) b =(9217)* =1(mod2* )donc b** =(9217)™” =1(mod16).

Ainsi (9217)*” =1(mod16)et (9217) =1(mod 625)d’apres 1) (9217)™ =1(mod10000).

501

¢) on sait que (9217)*” =1(mod10000)donc (9217)*"" = 9217(mod10000), il en résulte que

3
((9217)167) = 9217 (mod10000) ou encore le cube du nombre (9217)"*" est congru a 9217
modulo 10000.



Exercice 4

A

1)'

2)

3)

1)

2)

a) Iirg f (X) =-0. Ladroite x =0 est une asymptote a (C ).
x—0"

f(x) oV oV
b) lim f(x)=+ocet lim —= = lim = lim ——— =+o0. (C; ) admet une branche
X—>+00 X—>+0 X X—>+0 X\/; X—>+0 (\/;)
parabolique infinie de direction celle de (O]) en oo,
Jx Jx
e e
K- (x 2o
a) La fonction f est dérivable sur ]0,+oo[ et f'(x)= 2% 2% =( ; \/)_ .
X XA/ X
. . -1
b) Le signe de f'(x)est celui de/x —1= X :
) | ( ) \/;‘l‘l e
X 0 1 +00 s
£'(x) - 9 + N
f(x +00 0 ! ’
(x) -,
c) Voir figure.
Jx Jx 1 ’
Sx=_‘-16—dx:2 te dx:Z[e&} :Z(e—e”)ua.
iy \/; A 2\/; 3 ’
. IET _ by _ _
firy .= fip 2(e-e")=2(e-) ——

La fonctiong, est continue et strictement décroissante sur ]0,1] donc elle réalise une bijection de ]0,1]

sur g; (10,1]) =[e,+o0[.
La fonctiong, est continue et strictement décroissante sur [1, +oo[ donc elle réalise une bijection de

[ +o0[ sur gy ([1,+00] ) =[e, +o[.

a) La fonctiong, est une bijection de |0,1] sur [e,+oo[. e +% e [e,+oo donc I’équation g; (x) =e +%
admet une solution unique o, € ]0,1], or g, (1) =e = e+% il en résulte que o, €]0,1].
La fonctiong, est une bijection de[1,+oo[ sur [e,+oo[. e+ % e [e,+o[ donc I’équation g, (x)=e +%

. . 1. ,
admet une solution uniqueB,, €[1,+o[, or g, (1) =e =e+= il en résulte que B, € |1, +oo.
n

. : 1 :
Conclusion : L*équation f(x)=e+ = admet dans |0, +oo[ exactement deux solutionsa,, et B,

n
telleque O<a, <1<B,.
. 1
_ 1 lime+==e _
b) Onsaitque g, (a,)=c+= < a, :gl‘l(e+—j.0r -+ N donc lim a, =1.
n limg;* (x) =1 N+

X—€



3)

4)

5)

1 lim e+£=e
De méme on sait que g, (B, ) =e+—= < a, :ggl(e+—j. Or<m=* N donc lim B, =1.
n limgy'(x) =1 e

X—€

a) lim h(x)= lim \/;f(X)—(e-Fi)\/;: lim e¥* —(e+1j\/§=1= h(0) donc h est continue a
x—0" x—0" n X—0" n
droite en 0.

b) Pour tout XE[O,+OO[,h(X)=0<:>X:OOUf(X)=e+%<:>X=00UX=0Ln0uX=Bn.

X 0 O Bn 0

()9 *o ~— ¢ *

a) La fonction x - e¥* est continue sur [0,+00[ et 0 [0,+oo[ donc la fonction u est la primitive de la

fonction x - e¥* qui s’annule en 0, il en résulte que u est continue sur [0, +oo et dérivable sur

]O, +oo[ )

Les fonctions x > eV et x > JXx —1sont continues sur [O,+oo[ et dérivables sur ]0,+oo[ , il en résulte

que la fonction v est continue sur[O, +oo[ et dérivable sur ]O, +oo[ :

e Y 5w
o Ux

Il en résulte que pour tout X € ]0,+0[, u’(x)=V’(x) par suite pour tout X € |0, o[,

b) Pour tout x € ]0,+oo[, u'(x) —e et V'(x)

u(x)=v(x)+cou cestun réel, or les fonctions u et v sont continues sur [0,+o[ donc
u(x)=v(x)+cpour tout x & [0,+o0[ et comme u(0)=v(0)=0donc ¢ =0.
Ainsi u(x)=v(x) pour tout x €[0,+o[ .

_ «/;f(x)—«/;(e+lj six>O: e&—«/;(e+%j six>0

n
1 six=0 1 six=0

c) Pour tout x €[0,+o[,h(x)

on en déduit que pour tout x & [0,+oo[ ,h(x) = VX —\/;(e+%j par suite pour tout X & [0, +o0o],
et —( e 1) [* Vidt = Cq)er _2(a 1 x
H(x)_J.Oe dt (e+ﬁjfoxﬁdt_2+2(\/§ 1)e §(e+ﬁj[t\/qo
=2+2(\/§—1)e&—2(e+1Jx\/§.
3 n

An= [ h(x)dx = [" h(x)ab+ [ (x)dx = 2H(ap ) - H(B, ).

lim A, = lim 2H(a,)-H(B, )

N—+o0 N—-+o0

 lim 2+4(@_1)e@_g(e+%jan@_z(@_1)e@+§(e+%jgn By =22

N—-00



