Correction de I’épreuve de mathématiques (bac Sciences de I'informatique)

Session principale 2018

Exercice 1 : (4points)

1) zZ2-(1+)z+i=0
A=(1+1)? — 4i = —=2i = (1 —i)*donc 1 — i est une racine carrée de A.

1+i+1-i TH-1+i . .
27 =— = 1z, = = donc S¢={1,i}
Autrement :
. i . .
z, = 1 est une solution apparentedoncz, =1, z, = T est la deuxieme solution
z24+1

2)a) z+§=1<:> —lo2+l=z722-2+1=0

b) z+§=1<:> 22—72+1=0

A =1-4=-3=(¥3i)? donc 8=iV3 une racine carrée de A
_1_¥3. _1,¥3. _ 1 V3.1 43,
1=377 10 =yt S¢_{2 21’2+21}

Z+§=i<:>Z2+1=iZ ozl —iz+1=0
A = (—1)?2 — 4 = =5 = (iV/5)? donc 6= iV/5 une racine carrée de A
L = a® i o _{i(l—Js_) i(1+/5)

-T2 B

1 ’ 2 = 2 2

12 . 1\, ._ 2,1 _ N (1)
3)a) (z+Z) (1+1)(z+z)+1—z +z2+2 1+i)z (Z)+1
_z*+1+222-(1+D)23 - (1+1)z+iz?
ZZ
_ 2t -(1+D)Z3+ (24122 - (1+1)z+1 p(z)

z? z?

b) p(z)=0,z=0
p(z) _ 1\ . 1), .
?—0@(z+z) (1+1)(z+z)+1—0
OnposeZ=z+§;p(z)=O<:> 72— (1+)Z+i=0 etZ=z+§
<:>Z:10uZ=ietZ=z+§<:>z+§:10u Z+§=i
<:>z=l—£i ouz=l+£i ou z=(1+—\/§)iou zz(ﬂ)i
2 2 2 2 2 2

_ {1 V3.1, V3. (1-V5). (1+/5).
S¢_{E 21'2+21’( 2 )1’( 2 )1}
Exercice 2 : (4 points)

111 111 333
1)A? = AxA = 111>x 111)] = 333>=3A
111 111 333

2) a) #)(4l; — A)XB = (415 — A)(I; + A) =4I, + 4A — A — A% =41, + 3A — 3A + 41, = 41,

x) Bx(4l; —A) = (I; + A)(4l; —A) =41, — A+ 4A — A2 =41, + 3A — 3A = 41,

b) On Bx(41; — A) = 41; & Bx(*:) =1I; < Bx(I; —3A) =1,

. . _ 1
donc B estinversible et B™1 =1, —ZA



2x+y+z=3 211\ /X 3 X 3
3)a)(s):{x+2y+z=—1} = (121><y>:<_1> @Bx(y)z(—l)
x+y+2z=1 112/ \z 1 Z 1
X 3 9 7 1
_ p-1 _ _ _
b)(Y)—B (—1) © x=,ety=—cet z=;
zZ 1
9 -7 1
sw =173}
Exercice 3 : (6 points)

1)a) Uppy =xp41 —1=3x,—2—-1=3(x, — 1) =3U,
(Up) est une suite géométrique de raison g=3 et 1* terme Uy = x, — 1 = 4
b)U, =x, —1ldoncx, =U,+1=4x3"+1
2)a) soit d=pgcd(x,, x,+1) donc d divise x,, et x,,,; donc d divise 3x,, — x,,+1 donc d divise 2
b)pgcd(x,,, x,,41) divise 2 donc pged(x,,, X,4+1) € {1,2} Or x,, = 4x3™ + 1 est impair donc
pgcd(xp, Xp41) =1
3)a) pourn = 0; 5x, — 4y, = 21
Soit ne N, supposons que 5x,, — 4y, = 21
Montrons que 5x,,1 — 4yYn41 = 21
5Xp+1 — 4Vn+1 = 53x,, — 2) — 4(3y,, + 8) =15x,, — 10 — 12y,, — 32
=3(5x, — 4y,) —42=3x21-42 =21
Conclusion: pour tout ne N 5x,, — 4y, = 21
b)On a 5x, — 4y, = 21 donc 4y, =5x, — 21 donc 4y, = 5(4x3™ + 1) — 21 donc

yn = 5x3" — 4

c)Soit d’=pgcd(x,, y,) donc d’ divise x,, ety, d’ divise 5x, — 4y, donc d’ divise 21
d €{1,3,7,21}

4)a)le reste de la division euclidienne de 3™ par 7 est

1sin = 0[6]

3sin = 1[6]

2sin = 2[6]

6sin = 3[6]

4sin = 4[6]

5sin = 5[6]

b)sin = 5[6] alors 3™ = 5[7] donc 4x3™ = 6[7] donc 4x3™ + 1 = 0[7]donc x, = 0[7]
sin = 5[6] alors 4x3" = 6[7] donc 5x3™ — 4 = 0[7] donc y,, = 0[7]

D’ol pged(xy, yn) € {7,213} or x,, et y, ne sont pas divisibles par 3 donc pged (xp, V) = 7
)2018=2[6] car 2018 = 6x336 + 2 alors 4x32018 + 1 = 4x2 + 1[7]

donc 4x32918 + 1 = 2[7] donc x50, = 2[7] donc x,4, N'est pas divisible par 7
4x3%018 + 1 = 1[3] et x5015 = 4x32918 + 1 donc x,4,5 N'est pas divisible par 3

donc pgcd(x2018 /Y2018) € {3,7,21} or pged (2015, Y2018) € {1,3,7,21}

donc pged(X2018 ,Y2018) = 1



Exercice 4 : (6 points)

X

1) a) fn'(x):—e " donc f,'(x)> 0 pour tout réel x
n
lirflmﬁ,(x)zo et lirifn(x)=+oo
X | —oo + oo
f'(x) *
f(x) =

b) £(0) =e " =1donc C, passe par J(0,1)

1 1 1
¢) n+1>ndonc —>—— donc ——<— !
n n+l n n+1
donc si xe[0,+o alors—£<—i1 et £ (x)=< f,,,(x)et C estaudessousdeC,,,
no on+
donc si xé& |—o,0] alors—£>—i1 etf, (x) > f,,,(x) et C, estaudessus deC, ,
no on+

La courbe tracée en trait interrompu celle de C,

La courbe tracée en trait continu celle de C,

X

3)a) g, (x)= -

—1 pour tout réel positif x donc g,'(x)~<0

lim g, (x)=—cc et lim g, (x)= lim e "—x=lim x(—l —1)=+co

X—>—oo n (_ i)
n

X | —oo + oo
g,'(x) -

o () [+= T ——

b) D'apres la question précédente g, est une bijection de R sur R donc I'équation g,(x)=0
1
. . . . - 1
admet une solution unique, soit x, cette solution. g,(0)=1et g,(1)=e " -1 or ——=<0donc
n

1

e " <1donc g,(0)xg, (1)< Oet par suite x, € ]0,1[.
c) g,(x,)=0 donc f (x,)=x, donc x, estl|'abscisse du point d'intersection de la courbe C, et

la droite A : y=x
d) voir figure.



X X, X, X, X, X,

4)a) g,.(x,)=e " —x —(e " —x,)=e " —x, —e " +x,=e "l—e "

Xn Xn Xn Xn

X X X X - - - —
b) ——<-*donc —"—>——"donc e " ~e " donce " —e " >0
n+1l n n+1 n

X X,

or gn+1(xn+1) =0 et gn+1 (Xn ) = e_ﬁ _e_T donc gn+1(xn) > gn+1(xn+1)

or g, est strictement décroissante donc x,, < x,,; donc (x,) est croissante
c) (x,,) est croisssante et majorée par 1 donc (X,) est convergente, soit a cette limite

X .
O<Xn<1donc0<%‘<% donc—%<—x—“<0 donc lim——"=0donc lime " =1

n x—=+e 1 X—>Fo0

org,(x,)=0donc lim g, (x,)=0donc lim e —x, =ldonca=1

X—>oo X—>too

-2




